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1 Grundbegriffe der Logik
2 Mengenlehre

3 Relationen und Abbildungen
Abbildung f: M — N:

injektiv & Vr,ye M : f(z)=fly) =z =y
surjektiv & zujedemy e N dx € M : y = f(x)
bijektiv <  injektiv und surjektiv

Komposition: Abb. go f : M — P,z — g(f(x)) fir Abb. f : M — N,
g:N—P



4 Algebraische Grundbegriffe

4.1 Gruppe

Eine Gruppe ist ein Paar (G, *), das aus einer Menge G und Verkniipfung x*
auf G besteht, fiir das gilt:

o (axb)xc=ax(bxc) Va,b,ce G (Assoziativgesetz)
e Jlec G: exa=a=axe (neutrales Element)
eVaec G 3ld€eG: axd =e=d *a (inverses Element)

e abelsch (kommutativ) (< axb=bxa VYa,be G

4.2 Korper

Ein Korper (field) ist ein Tripel (K, +,+), das aus einer Menge K und zwei
Verkniipfungen + und - auf K besteht, fiir das gilt:

e (K, +) abelsche Gruppe mit Nullelement 0
e (K\{0},) ist abelsche Gruppe mit Einselement 1

e Distributivgesetz a(b+c¢) = ab+bc Va,b,c € K

5 Vektorriaume

5.1 Vektorraum

Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V) +,-), das aus einer Menge V', Addition
und skalarer Multiplikation besteht, fiir das gilt:

(V,+) abelsche Gruppe
o (at+bv=av+bv Va,be K,veV
e av+tw)=av+aw VYae€ K,v,weV

e a(bv) = (ab)v Va,be K,veV

lypp=v YveV



5.2 Untervektorraum

Eine nicht leere Teilmenge eines K-Vr V' heifit Untervektorraum von V, falls
gilt:

s uvelU=ut+tvelU
ceacKuelU=aueclU

Untervektorrdume mit der Dimension n — 1 im n-dim. Vektorraum nennt
man Hyperebenen. Direkte Summe U; & Uy < U; NU; = {0}. Fiir zwei
Untervektorraume U; und U, eines endl-dim Vr gilt dim(U; 4+ Us) +dim (U N
Uz) = d1mU1 + dlIIlUQ

6 Lineare Gleichungssysteme

Inhomogenes LGS

ai1xry + a2 + ...+ ap,T, = b1
a21T1 + Q22X + ... + QonTy = bQ
Am1ZT1 + AmaZ2 + ... + ATy = bm
Fir by = ... = b,, = 0 nennt man das LGS homogen.
Matrixdarstellung:
a1l a2 ... Qip b1
a921 Ao22 ... QA9pn bz
Am1 Qma . Qmp b

6.1 GauB-Algorithmus

Ein gegebenes LGS kann durch systematische elementare Umformungen auf
reduzierte Zeilenstufenform gebracht werden, sodass man die Losungen direkt
ablesen kann. Es gibt folgende elementare Umformungen:

1. Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen

2. Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar aus K



7 Matrizen

Eine Matrix A € K™*™ heifit

linksinventierbar: & dJBe K" :BA=1,
rechtsinventierbar: & dC e K™ : AC =1,

invertierbar: (A€ GL(n,K)) < links- und rechtsinvertierbar

quadratisch: Spalten- gleich Zeilenanzahl

symmetrisch: AT = A = ( (Z Z )

schiefsymmetrisch: A7 = —A = < _Oa 8 )

dhnlich A~ B: 35 € GL(n,K): B=S"1AS

Adquivalent A ~ B: A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen
in B iiberfithren

zeilendquivalent A Z B: A durch elementare Zeilenumformungen in B {iberfithren

spaltenédquivalent A L B: A durch elementare Spaltenumformungen in B
iiberfithren

diagonalisierbar: Die Matrix ist zu einer Diagonalmatrix #hnlich (Eigen-
werte)

orthogonal: Es gilt A7TA=1,, (AT =A™

Rang: Zahl der Zeilen und Spalten in der reduzierten Zeilen- /Spaltenstufenform,
die ungleich 0 sind. (Zeilenrang = Spaltenrang)

Spur: Die Spur ist die Summe der Elemente auf der Hauptdiagonalen spur(A) =

D iy Qi



7.1 QR-Zerlegung von Matrizen

Eine Matrix A € GL(n,R) ldsst sich als Produkt einer Matrix @ € O(n)und
einer Dreiecksmatrix R mit nur positiven Elementen auf der Hauptdiagonale
darstellen. A = QR Dabei wendet man das Gram-Schmidt-Verfahren auf die
Spaltenvektoren ay, ... a, der Matrix A an, wie folgendes Beispiel zeigt.

b2 GSV bl:%ﬂl’l’l) %ﬁ _jg \/%
123 |9 b= 1(-12-1) Q= & Z 0
) =y R,
(a1]b1) (az2[b1) (as|br) V3 g5 sV3
= 0 (aslba) (aslbs) | =| 0 ¥ B
0 0 (aslbs) 0 0 2

8 Basis und Dimension

Ein Vektorraum V heifit von endlicher Dimension oder n-dimensional (dimV =
n), wenn n linear unabhéngige Vektoren by, e ..., b, existieren, die V auf-
spannen. Die Menge {b1,bs ..., b,} heiit dann eine Basis von V.

8.1 Linearkombination

AU1 + Ay + ...+ Ao, € V onennt man Linearkombination der Vektoren
v1, Vs ..., aus dem Vektorraum V iiber K mit \; € K

8.2 Standardbasis

Die Einheitsvektoren ey, ...e, bilden eine Standardbasis (kanonische Basis)
des K™. Fiir den K? bilden e¢; = (1,0,0), e; = (0,1,0) und ez = (0,0,1) die
Standardbasis.

8.3 Dimension

Zwei Basen eines K-Vrs V haben die gleiche Anzahl von Vektoren, sie heif3t
Dimension von V (dimV = n). Besitzt V keine endliche Basis, so schreibt
man dimV = oo



9 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung f : V — W zwischen K-Vr V und W heifit linear oder
Homomorphismus (f € Hom(V,W)), wenn gilt:

o £(0)=0
o flat+y)=fl@)+ fly) Vo,yeV
o af(z) = flax)Yae K,z €V
Besondere Bezeichnungen:

Monomorphismus: injektive lineare Abbildung (Ker(f) = {0}, Rang(A) =
0)

Epimorphismus: surjektive lineare Abbildung
Isomorphismus: bijektive lineare Abbildung

Endomorphismus: End(V) = Hom(V,V)={f:V — V : f linear} (A ist
quadratisch)

Automorphismus: Aut(V)=GL(V) ={f € End(V) : f bijektiv} (GL(V)
heisst allgemeine lineare Gruppe auf V (general linear group), A hat
vollen Rang und |A| # 0)

Bild: Bld(f) = {f(v) : v € V}, eine Basis ergibt sich iiber die Zeilen der
Abbildungsmatrix in Zeilenstufenform

Kern: Ker(f) = Urbld{0} ={v eV : f(v) =0} und A-v=0v €V, man
bestimmt die Losung eines homogenen Gleichungssystems. Generell gilt
dimV = dim Ker(f) + dim Bld(f)

10 Lineare Abbildungen und Matrizen

Eine lineare Abbildung f von V nach W (dimV = n, dimW = m) kann
als m x n-Matrix beziiglich jeden Paars von Basen in V und W dargestellt
werden.

Beispiel 1: Die lineare Abbildung f(v) = f(z,y) = (3z+y,2x+5y) = w
kann beziiglich der Standardbasen auch so dargestellt werden:

()= ) (7))



Diese Darstellung &ndert sich bei einem Basenwechsel. Méchte man die Ma-
trix beziiglich einer Basis f; = (1,1) und fo = (—1,0) darstellen, so muss
diese umgerechnet werden. Die neuen Basen lassen sich als Linearkombina-
tion der alten darstellen f; = (1,1) = le; + les und fo = (=1,0) = —ey,
1 -1
1 0
Die Matrix Ay ergibt sich zu Ay = Py A.P._.; = P"1AP.

Beispiel 2: Eine Lineare Abbildung von f : R® — R* beziiglich der
Standardbasis soll beziiglich b; = (1,2,3),by,b3 und ¢; = (1,2,3,4),¢0 =
(0,1,2,3),¢c5 = (0,0,1,2),¢4 = (0,0,0,1) (in Matrix A als Spalten einge-
tragen) dargestellt werden. Dann ergebe sich f(b;) = (9,4,5,13) = rey +
sco + tez + ucy, sodass ein Vergleich mit A ergibt: 9 = r4 = 2r 4+ 5,5 =
3r + 2s + t,13 = 4r 4+ 3s + 2t + u. Die erste Spalte der Abbildungsmatrix
beziiglich der neuen Basis ergibt sich (9, —14,6, 7).

sodass sich eine Ubergangsmatrix P,_, F= ( mit P-vy = v, ergibt.

11 Determinanten

Die Determinante ordnet jeder quadratischen Matrix eine Zahl zu. Fiir eine
Matrix A € R**? ergibt sich:

|A| = det(A) = ‘ =ad — be

QL

a
C

Entwicklung nach der i-ten Zeile (Laplace’scher Entwicklungssatz) an einem
Beispiel. Die Untermatrix ergibt sich durch Streichen der i-ten Zeile und
entsprechender Spalte, dabei wechselt das Vorzeichen in einem Schachbrett-
muster.

—w O

1
2 1 31 3 2
? _0~‘1 0‘—1~'1 o’+2"1 1‘_0+1+2_3

S =N

Es ergeben sich fiir Matrizen A, B € K™ folgende Rechenregeln |A||B| =

|ABJ,|rA| = r"|A|, |A7Y = ﬁ und |A| = |AT).

12 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenvektoren einer Matrix sind Vektoren, auf welche die Anwendung ein
skalares Vielfaches ihrer selbst ergeben. Den entsprechenden Skalar nennt
man Eigenwert. Obwohl der Nullvektor diese Eigenschaft fiir jedens Skalar
erfiillt, wird er nicht als Eigenvektor bezeichnet.

8



r ist ein Eigenwert von f € Hom(V') < det(r-1, — A) =0

det(r - 1,, — A) wird als charakteristisches Polynom bezeichnet, die Null-
stellen sind demnach die gesuchten Eigenwerte. Es ergeben sich Eigenrdume
E.(f) = Ker(rl, — A), dessen Basen sich iiber den Gauf-Algorithmus be-
stimmen lassen. Anders geschrieben ergeben sich die Eigenvektoren v, iiber
(r-1, —A) - v, = 0. Insgesamt kann man A diagonalisieren, denn es gilt
A = S71DS mit der Diagonalmatrix D (Eigenwerte auf der Diagonalen) und
der Matrix S mit den Eigenvektoren in den Spalten.

13 Euklidische Vektorriaume

Einen reellen Vektorraum mit Skalarprodukt nennt man euklidischen Vek-
torraum.

Norm oder Linge: ||v|| = /(v|v)

Distanz: d(v,w) = ||[v — w||

Dreiecksungleichung: ||v + w|| < ||v||+||w]|| und d(z, 2) < d(z,y)+d(y, z)
Satz des Pythagoras: |[v+ w|” = ||v|* + ||w|” + 2(v|w)

Parallelogrammgleichung: [|v +wl|]® + [Jv — w||* = 2 ||o||* + 2 [Jw|?

13.1 Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung V' x V' — R, (v,w) — (v|w) mit fol-
genden Eigenschaften

o (v+|w) = (vw)+ (Vw) Yv,v,weV,aeR
o (avw) = a(v|w)
o (vjw) = (wlv)
o (vjv) >0 VuveV{0}
Besondere Bezeichnungen:

Ungleichung von Cauchy und Schwarz (CSU): Vx,y € V gilt (z|y)? <
(z[x)(yly)

Standardskalarprodukt: Die Abbildung R” x R" — R, (x,y) — (z|y) mit
(z|ly) = z151 + ... + £y, nennt man Standardskalarprodukt auf R™



13.2 Orthonormalisierungsverfahren

Elemente v, w eines eukl. Vr mit (v|w) = 0 nennt man senkrecht oder or-
thogonal (vLw). Bilden vy, ... v, eine Basis von V und gilt v; Lv;Vi # j so
nennt man sie eine Orthonormalbasis. Eine beliebige Basis a1, . . . a,, ldsst sich

in eine Orthonormalbasis by, ...,b, mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahren
iiberfithren. Man setzt b; = H%H und berechnet die folgenden Vektoren b, =
”z—i” mit Cr — Qp — (ak|b1) . b1 — ... ((lk|bk_1) . bk—l-

13.3 Mef3lwerte approximieren

Man sucht eine Gerade y = ax + b, die gegebene Messwerte gut approxi-
miert. Seien Mefiwerte (2;8),(3;10) und (—5;—3) gegeben, dann setzt man
v = (2,3,-5), vy = (1,1,1) und v = (8,10, —3). Uber das Gram-Schmidt-

Verfahren erhdlt man eine ONB von U mit u; = \/L378(2’3’ —5) und uy =

\/ig(l, 1,1), sodass sich ug = (v|u1)us + (v|ug)us = 35(312, 373, —115) ergibt.
Wegen ug = avy + buy gilt % = 2a 4 b und % = 3a + b, sodass die Gerade

die Parameter a = % und b = % besitzt.

14 Isometrien

Eine Abbildung f : V. — W mit (f(z)|f(y)) = (z|y) fir alle x,y nennt
man Isometrie. f erhélt die Langen von Vektoren und Winkel zwischen den
Vektoren. Fiir die Matrix A von f gilt ATA = 1,, (A heifit orthogonal,
AT = A7Y det(A) = £1).

[sometrien g : V' — V nennt man orthogonale Transformationen und
schreibt O(V) = {g : V — V : g Isometrie }. Zwei euklidische Vektorraume
nennt man isometrisch isomorph, falls eine bijektive Isometrie h : V. — W
existiert (V' und W haben dann gleiche Dimensionen).

15 selbst-adjungierte Abbildungen

f € End(V) mit (f(z)ly) = (z|f(y)) auf dem euklidischen Vektorraum V
nennt man selbst-adjungierte Abbildung. Die Matrix von f beziiglich einer
ONB ist symmetrisch. Da jede symmetrische Matrix einen reellen Eigenwert
besitzt, existiert eine ONB, die aus Eigenvektoren von f besteht. A ist dia-
gonalisierbar mit einer orthogonalen Matrix S, sodass S™1AS = STAS gilt.

6 —1 -1

Beispiel: Matrix von f beziiglich der Standardbasissei A= | —1 6 —1

-1 -1 6

10



Gesucht ist eine ONB von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Das cha-

rakteristische Polynom ergibt sich zu (r — 4)(r — 7)? = 0, die Eigenvektoren

sind zum Beispiel ¢; = (1,1,1), ¢; = (1,—1,0) und ¢3 = (1,0, —1). Uber das

Gram-Schmidt-Verfahren ergeben sich folgende orthonormierte Basisvekto-
1

ren by = \/ig(l, 1,1), by = \%,bg = 76(1’1’_2) sowie die Matrix beziiglich

bl,bg, bg zu B =

S O =
S N O
N O O

11
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